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(coNonusién) (1)

No podemos

i
4

—Pues nos separa de nuestro objeto - detenernos. -

en seguir paso & paso los progresos de las diversas teorias en ma- .

nos de los matemdticos que vamos citando, los cuales llevan hag.

ta sus ultimas consecuencias la transformacién iniciad
mer tercio del siglo,

Pasemos ya, retrocediendo un poco, después de estas digre- .
los caracteres de la llima crisis

siones de indole local, & disefiar
total de la Matematica. '

ARITMETIZACION DEL ANALISIS, —Antes hemos insistido sobre la
‘mportancia que debe atribuirse 4 la introduccign del rigor, ini-
ciada por Abel y Cauchy; pero, aun después de esto, la Matems-
tica continuaba siendo muy imperfecta. Todo el Andlisis se fun-
da sobre el concepto de nimero real, y esta nocién, en aquella
¢poca, no diferia apenas de la de Euclides, la cual necesita de la
intuicioén espacial; el Andlisis seguia, pues, sujeto 4 esta intui-
¢ién, y el escollo de la continuidad subsistia en pie.

Llegar 4 construir el nimero irracignal sin necesidad de las

cantidades inéonmensurables, es una de las conquistas mas her~
mosas del ultimo tercio del siglo, lograda simultineamente por

Dedekind, Cantor Y Méray; pero es la nocién de Dedekind, fun-

dada en las cortaduras, la que ha prevalecido, y apenas se conci-"
que no comience por ella. Nespués

be hoy un tratado de funciones
de Weierstrass, Cantor ¥ Dini, la aritmetizacién del Andlisis, es
decir, su construccion 16gica sobre el concepto de nimero, sin
la nocién de cantidad, es un hecho, y esta couguisla ha pasado,
desde hace tiempo, 4 la enseiianza. Weierstrass lleva esta arit-
metizacion hasta las funciones de variable com pleja, pero ha pre-
valecido hasta ahora la teoria de Riemann.

El infinito ha sido siempre pesadilla de los matemdticos,
Manzana de la discordia entre ellos y estimulante de nuevos pro-
gresos. )

La aritmetizacién del Andlisis aclaré algo este mislerio del
infinito matematico, reduciendo la nocién de infinito potencial ul
siguiente hecho: después de todo nimero entero hay otro.

Teoria pe coNsunTOS. — He aqui, pues, un progreso importan-
te; pero la gloria de haber solucionado la pavorosa cuestién del
infinito actual en términos satisfactorios para las necesidades de
Ia Matemdtica de hoy es Cantor, ylo ha logrado creando una teo-
ra revolucionaria que demolia multitud de prejuicios, siendo,

«

Naturalmente, acogida con franca hostilidad por filésofos y ma-

temdticos; pero de tan elevado potencial y de tal necesidad, que
€N pocos afios ha conquistado un puesto preferente en la Ciencia,

Todo libro moderno de Andlisis comienza Por exponer la,
leoria de conjuntos de Cantor, Dentro de algunos afios, también,
Probablemente, los de Geometria.

Esta teoria de los conjuntos ha obtenido hrillantes aplicacio-
lies en el estudio de las funciones discontinuas, al cu
tado Baire tan bella coutribucién; en el de la integral de Lebes-
8ue, etc. (2). Pero si nos limitamos al Célculo infinitesimal cl4~

Sico, todo é1 puede hoy construirse: aritméticamente sin usar la
—— ,
(1) Véase el ntimero anterior.

(2) . Para otras aplicaciones, véase Hadamard, Sur certaines applications
Possidles de la theorie des ensembles, Congreso de Zurich, 1897, =

al ha apor-

aen el pri-,
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palabra infinito, Abrase por cualquier pagina un libro moderno,
Y todas las demostraciones se reducen 4 este tipo: «Dado un ni-
mero arbitrario ¢, por Dequerio que sec?; existe un nimero 3, que
cumple tal 6 cual condicién, dependiente des», Y aun puede su-
primirse este aditamento, por Dbequenio que sea, pues incluido que-
da en la indeterminacién de la palabra arditrario. A 1a pequeliez
indefinida sustituye, pues, la arbitrariedad, ‘ ‘

Aquellos ingnitamente pequenos, que por su insignificancia
eran victima propiciatoria en manos de los malos matemdticos,
Y cuya elasticidad sin limites permitin demostrarlo todo (1) (por
algo se ha llamado arma Dpoderosa al Cdlculo infinitesimal), han
sido ya desterrados. Hoy se habla sélo de nsimeros findtos; y si
por brevedad se asan las locuciones infinitamente pequeno ¢ gran.-
de, siempre es posible su traduccién en nimeros finitos, Con ellos
solos, y sin el ¢cémodo recurso de la intuicién, sélo se pueden de-
mostrar las propiedades ciertas, es decir, no contradictorias con
los axiomas fundamentales.

DEPURACION DEL AnArisis. --Este rigor absoluto del Anglisig
elimina definitivamente aquel resto de subjetivismo que aun exis-
tia en las demostraciones, ¥ pronto se revela la superioridgd del
nuevo sistema en la derogacién de muchos resultados falsos que
se habian incorporado indebidamente 4 Ja Matemdlica. Es Rie-
manu quien, por primera vez, revela la existencia de luanciones
continuas que ro admiten derivada para infinitos valores de la
variable, es deéir, curvas continuas sin tangente en infinitos de
Sus puntos. Es Weierstrass, mas tarde, quien da su eiemplo fa-

-mMoso de una curva sin tangente en ningin punto, y demuestra la

inexactitud de multitud de teoremas de Cauchy (2). Demuestra

Schwarz, al mismo Hiempo, la inexactitud de la propiedad con-
mutativa de la derivacién, por todos admitida. Prueba el mismo
Schwarz que la definicién corriente de drea de un
como.limite de un poliedro, es falsa. Da Pringsheim més tarde
las condiciones necesarias y suficientes para la validez del des-
arrollo en serie de Taylor, mucho tiempo considerada como ge-
neral, etc.

TEoris DE Funcrongs, — Tal grado de perfeccién del Andlisis
actual no se habria conseguido si no hubieran alcanzado antes
sus nociones fundamentales de Tuncien, derivada, integral.....,
todo el grado de amplitud que supieron darles Dirichlet Y Rie-
manu, el cual ha sido todavia sobrepujado por Lebesguc en nues-
tros dias con la trascendental nocién de integral que lleva su
nombre. Rotas las trabas con que los algoritmos aritméticos Tres-
tringian la generalidad de estos conceptos, el campo del Andlis's
se ensancha indefinidamente en derredor de esta definicion am-
pli-ima: «una funcién es una correspondencia cualquiera entre
dos 6 varios conjuntos de nimeros reales». Y es, Precisamente,
en esta idea nueva de Dirichlet, en esta introduccién de la arpi-
trariedad, donde estriba todo el alcance de la actual teoria de
funciones de variable real, '

Riemann’ funda la teorfa de las funciones de variable com-
pleja sobre base igualmente amplia. Para él no es la funcién una
combinacién algoritmica mas 6 meros complicada —punto de
vista de Cauchy—, sino «una correspondencia conforme cugql-
quiera entre dos recintos planos»; y es, Precisamente, en este fa-
moso problema de hallarla correspondencia conforme que lrans-
forma uno en otro (por primera vez resuelto por Schwarz), donde
nace la grandiosa teorfa, siempre fecunda, de la Representacicn
conforme. :

a superficie

(1) Asi, por ejemplo, la pretendida demostracion de Duhamél de que toda
funcién continna es derivable; 6 1a de Cauchy que citamos después.

(2) Alguno de estos resultados falsos, como, por ejemplo, el teorema de
Oauchy: «Una serie de funciones continuas es una funcién continuas, fneron
ya notados per Seidel (1847), ; . C
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Imposible entrar en la exposicidn de las ideas fundamentales
con que ésta se ha ido enriqueciendo en manos de Schwarz, Neu-
mann, Cristoffel, Poincarée y Kocbe, hasta llegar & la resolucion
del importante problema de la wniformacion de funciones 6 de cur-
vas analiticas, lograda por estos dos Ultimos, simultineamente,

“en 1907, Problema que otupa uva posicién central en la moder-
na teoria de las Funciones automorfas, fundada por Klein y Poin-
caré, en la cual quedan incluidas, como capitulos especiales, las
funciones trigonométricas y las doblemente periédicas, que hasta
entonces habian casi monopolizado el campo de la Teoria general
de funciones, la mds monumental construcuén matemdtica del
siglo.

SUPERFICIE DE RU»MA\NN.—'ESLOD éxitos brillantes son debidos,
en gran parte, 4 la concepcion de Riemann del plano compuesto
de varias hojas, idea sencillisima que es, quizds, la mds fecunda-
mente original del siglo XIX, Esta superficie de Riemann, sobre
la cual se convierten en uniformes las funciones multlformes; es
la base de toda la Teoria de las funciones algéb'ricas; el substra-
tum dc la Geometria algébrica dc Noether, con tan gran éxito
cultivada actualmente por los geémetras italianos,

Representa Riemann (1826-66) la actual escuela de gedmetras
que ha dado justa fama 4 Gotinga, 4 la cual pertenecen Klein,
Schawarz, Minkowski. Es Weiertrass (1815-97) el fundador de la
famosa escuela de analistas de Berlin; basla citar, entre los mds
grandes, 4 Du Bois Reymond, Kummer, Kronecker, Fuchs, Fro-
benius, Schottky....;

*
* i

(GEOMETRIAS NO EUCLIDIANAS.— Examinemos ahora la renova-
cién paralela de Ja Geometria. Ya en el primer tercio del siglo
emprenden algunos geometras la revi-ion de los elementos de
Euclides; y fijanse, sobre todo en la Proposicién V (1), una de
las pesadillas de los gedmetras del siglo XVIII. Gauss, Lobats-
chefski y Bolyai aporlan nuevos puntos de vista, abandonando el
camino hasta entonces seguido; y, lejos de persistir en ¢l vano
intento de demostrar este postulado por medio de los restantes,
prueban la posibilidad de una Geometria perfectamente construi-
da prescindiendo de él; cerrando asi la serie de tentativas para su
demostramén como Abel acaba con los ensayos de resolucién de
las ecuaciones por medio de radicales.

Era, sin embargo, demasiado atrevida esta idea nueva de que
el espacio intuitivo pueda ser distinto del espacio fisico; y tanto
los trabajos de Gauss, que no publicé «por temor 4 los clamores
de los beocios», como las memorias de Lobatschefski y Bolyai,
asi como los trabajos de algunos precursores aislados-—Sacheri,
Lambert, Schweikart, Taurinus—permanecieron ignorados mu-
_cho tiempo. Hasta el aiio 1868, en que, ya publicada la Memoria
fundamental de Riemann (2), divulgan y explican Helmholiz y
Beltrami las nuevas ideas, no comienzan éstas 4 arraigar, y aun
esto en lucha tenaz contra la oposicidén decidida ‘de fildésofos y
matemaiticos.

. La idea original que aporta Beltrami contribuyendo mucho 4
la conviccion de los intransigentes, que negaban todo significado
real al sistema, considerandolo como manifestacién morbosa de
la Matemadtica, es esta: «Admitido el espacio euclideo, la Geome-
tria de las figuras trazadas sobre las superficies esféricas y pseudo-

" esléricas (de curvatura constante negativa) coinciden con las geo-
métricas elipti-a é hlpelbéhca del plano no euclidianos.

GEOMETRIA DE DIMENSIONES. —El triunfo de las Geometrias no

(1) Antes designada como Axioma XI por error de los recopiladores de
. Euclides. ) : .
. (2) Uteber die Hypothesen welche der (Feomebrie zu Grunde liegen, Escrita
en 1834, publicada en 1867.
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euclidianas fué como la sefial de asalto & la fortaleza de la Geo=
metria clisica, antes considerada corno inexpugnable. Pero es
preciso buscar el punto de partida de esta renovacion radical, en
la Mem ria péstuma de Riemann, en la cual estdn contenidas en
germen —en la oscura forma propia de este profunio genio—las
ideas que han presidido esta transformacién. Y es la mds atrevi-

"da, la de construir una Geometria abstracta cuyo espacio sea una

variedad de elementos cualesquiera (por ejemplo: un conjunto de
numeros). Libre asi de las trabas que nos impone nuestra visién
del espacio sensible, y atribuyendo 4 esta variedad un grado cual-

~quiera de indelerminacién —idea que liene como precursores 4
*Gauss, Cayley y Grasmann—, sienta las bases de la actual Geo-

_mctrm de » dimensiones; la Ciencia que, segiin predijo Cant, ha

bia de ser Ja mds alta Geometria que un entendimiento finito pu-
diera emprender. ‘ .
Ya hemos advertido que esta Memoria de Riemann es el pun-

“to de partida de la renovacién total de la Geometria cldsica. Es

Klein, mds tarde, quien descubre el error de los que crelan ter-
minada la revisién de Euclides, cuando no habian hecho sino co-
menzarla, jPor qué fijarse en una sola de sus proposiciones funda-

~mentales, habiendo tanlas otras que merecen igual revisién crili-

ca? «La llamada Geometria no euclidiana, no es sino un primer
paso dado en una direccién mucho mds general», Y, pasando de
Euclides 4 Standt, ahondando en los cimientos, descubre que el
edificio de la Geometria proyecliva estd construido en el aire,
pues deja sin demostrar el Teorema fundamental (1).
Axrosirica.—Pronto halla eco multiple este llamamiénto; y

~abiertos estos nuevos horizontes, comienzan los gédmetras 4 in-

- chos y

vesligar los fundamentos de la Geomelria, sacando & luz los he-
las relaciones admitidos como ev1dentes ordendndolos y
clasxfu.émdolo>, demostrando algunos de ellos por medio de los

. restantes. Y sobre estn red de cimientos perfectamente conocida,
- se edilica la Geometria con método deductivo piro, es decir, sin

acudir 4 la intuicion. ‘

Pasch es el primero que da un sistema completo de postula-
dos suflcientes para couslruir la geometria proyectiva; siguen
multitud de gedmetras, entre los cuales citaremos solamente 4
Veronese, Peano, Schur y, sobre todos ellos, Hilbert, cuyos jie-
ciosos estudios sobre la independencia y compatibilidad dc los
postulados tanto han perfeccionado y centribuido al triunfo d: la
nueva tendencia, '

Hoy existen tantas Geometrias como combinaciones de s~
tulados; y estos postulados sor. proposiciones arbitrarias s0lo
sujetas 4 las condiciones de independencia é incompatibiliitad.
La Geometria no euclidiana es, pues, una de tantas Geometrits.
omo dice Enriques, «los axiomas han sido ya destronadus, ¥
roto el encantamiento de su investidura por derecho divinc, €s
decir su fundamento en una evidencia 6 necesidad del espiritt
humano, se han convertido en simples postulados. Ya no son
principes 6 miembros de una aristocracia, sino funcionarios «lec-
tivos de una Republica democrdtica, que pueden ser destituidos
6 sustitnidos por motivos de economia 6 de simple renovacionn.

He aqui, pues, 4 grandes rasgos expuesta, la renovacion de 1
Geometria en los iltimos tiempos. Eliminar del Analisis la in-
tuicion espacial, es empresa dificil y audaz, cuyo éxito ha costado

mds de medio siglo; pero hay algo infinitamente m4s atrevido ¥

asombroso: es eliminar la intuicién geométrica de la Geometrid
misma, y esle empeﬁo de rigorizarla emulando la perfeccion del

- Andlisis, estd en vias de realizacién; para las Geometnaa lincal y
.cuadrética es ya un hecho. . . o -

v

(1) Laguna antes senalada por Wemrstrass en sus-cursos de la Universi
dad de Berlin, . :
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No son las apuntadas las tinicas ventajas de esta Geometria
ucional. Siendo en ella los puntos entes arbitrarios, sélo sujeios
‘4 cumplir las condiciones impuestas por el sistema de axiomas
fundamentales, cada ley geométrica demostrada obtiche inmedia-
tamente, no ya dos 6 tres traducciones, como en la antigua ley
de correlacién, sino tantas correlaciones como interpretaciones
concretas demos & los entes abstractos que en ella figuran, Cada
tcorema demostrado produce, pues, sin nuevo trabajo, una renta
de infinitos teoremas,

CORRESPONDENCIAS GEOMETRICAS. — Este cambio de unos elemen-
tos por otros que hace corresponder 4 una figura otra figura, es
olra de las caracteristicas de la Geometria actual. La idea de la
transformacion geométrica es muy antigua; pero hasta Poncelet
nadie habia reconocido su importancia, como ya antes hemos
selialado; Pliicker, més tarde, avanza un paso mds, tomando la
recta como elemento generador del espacio y creando la teoria
de los complejos y congruencias; finalmente, en el tltimo tercio
de siglo alcanza la idea su mds amplia generalidad hasta llegar al
estado actual.

Cremona -logra establecer y sistematizar la correspondencia
birracional mas general entre dos planos, creando la ya clisica
teoria que lleva su nombre, en la cual han producido moderna-
mente tan bellos tral)ago: Segre, Bertini, Enriques, Fano, Berzo~
lari..... Clebsch estudia la correspondencia entre los puntos de un
plano y las curvas de un sistema doblemente infinito, creando la

Teorta de los conexos; funda, ademds, la teorfa general de la re-
presentacion plana de las superficies, etc. De las corresponden-
cias miltiples se ocupan mds tarde Paoha, uno de los paladines
de la Geometria racional; Segre, el creador de la teoria de
la antiproyectividad; Reye, fundador de la teoria de la apola—
ridad,..,.

La transformacién de figuras, el cambio de unos elementos
bor otros, el estudio general de las correspondencias entre dos
viriedades, son, pues, recursos de utilidad bien probada, ya in-
corporados definitivamente & la Geometria, »

Antes eran las figuras entes rigidos é inmdéviles, desprovis-
tos de vida; hoy la Geometria se ha hecho dindmica y las figuras
Se transforman unas en otvas, revelando parentescos no sospecha-
dos entre ellas.

Gruros DE TRANSFORMACIONES. —Del estudio de las transforma-
cinnes geométricas 4 la introduccién del concepto de grupo de
Grometria, no hay mis que un paso. Antes hemos recabado para
G lois el honor de haber revelado, por primera vez, el poder or-
g1nizador y clasificador de la teorfa de grupos; los grupos por él
utilizados eran finitos, entre sustituciones de 7 objetos, pero la
generalizacidn de esta nocién tan fecunda no podia tardar.

Generalizar el concepto de grupo hasta darle su mds amplia
extension; investigar las propiedades de los mas generales grupos
de transformaciones geométricas, venciendo considerables difi-
cultades, y poner esta teoria en la cumbre de la Matemdtica, fun-
Aiendo sus teorfas en una superior unidad, es la obra admirable
de Lie y de Klein. El primero se ocupa de los grupos coutinuos,
creando una grandiosa teorla que sistematiza las ecuaciones dife-
‘Tenciales, como Galois 115 algébricas. El segundo investiga, en
‘especial, los discontinuos, haciendo de ellos preciosas aplicacio-
hes al Algebra, y en su famoso programa de Erlangen utiliza la
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teoria de los grupos continuos como principio unificador de toda
la Geomelria,

Esta obra fundamental de Klein pone término 4 la antigua
lucha entre gcémetras analiticos y sintéticos; poco importa ya el
método de obtencién de las verdades; ni siquiera interesa la na-
turaleza de los elementos que compongan el espacio estudiado; lo
tnico esencial, lo caracteristico para cada rama geométrica es el
grupo que le sirve de base. Y desde este elevado punto de vista se
hacen visibles las conexiones antes ocultas entre la Geometria
métrica y la proyectiva y el Andlisis situs, la Geometria esférica
de Lie y la Teorfa de las transformaciones de contacto, y se ve
como algunas se contienen en otras, y aparecen las lagunas que
quedan entre ellas y las direcciones en que puede ensancharse el
campo geométrico.

En una palabra: con los materiales dispersos de las numero-
sas Geometrias mnacidas en el siglo XIX, se construye la Geome-
ria; y su definicién sorprenderd y desorientard 4 los profanos:
«Es el estudio de las propiedades de una variedad continua de
elementos dados, las cuales son invariantes respecto de un grupo
de transformaciones definido en ella».

Unipap bE Lo MarevATiCA.—Vemos, pues, como el caricter
de abstraccién y, por tanto, de generalidad, poco & poco adquiri-
do por la Geometria, ha ido acortando su antes enorme distancia
del Andlisis hasta conducir 4 la fusién de ambos. Su objeto, desde
superior punto de vista considerado, es el mismo, 4 saber: el es-
tudio del continuo. Geomelria y Analisis, no son ya dos ciencias
independientes, ni siquiera dos ramas distintas; son simplemente
dos métodos diferentes aplicados 4 este objeto comun; y entre
ellos hay tal paralelismo, que, & veces, la diferencia estriba so-
lamente en el lenguaje.

Las nociones de funcién, de curva, de correspondencia, son
eqmvalcntes equivalentes son también las ecuaciones diferencia-
les y las variedades de escamas; idéntica es la esencia de la teoria
de sustituciones lineales complejas y la de los movimientos no
euclidianos; la teoria de las redes de Minkowski no es sino la tra-
duccién geométrica de la teoria aritmética de las formas.

Y si 4 e-ta elegante «Geometria de los numeros» agregamos

las aplicaciones hechas por Klein de la Geometria afine 4 la Arit-

mética superior, y los estudios de Painlevé sobre las curvas algé-
bricas de coelicientes racionales, vemos realizada al fin la profe-
cia de Klein, quien anunciaba hace un cuarto de siglo que «con
el tiempo, no seria suficiente la fusién de la Geometria con la
Teoria de las funciones; sino que, como tercera aliada, entrarfa
la teoria de los nimeros» (1),

Sobre las disciplinas dispersas, que al comenzar el SIglo XIX,
recibian el nombre genérico de Matemdticas, ha surgido el edifi-
cio unico que hoy llamamos la Matemdtica. Ahondando en sus
fundamentos hemos encontrado una base unica: la Teoria abs-
tracta de los conjuntos; sobre ella se alza majestuoso el espléndi-
do monumento, cuyo micleo es la idea de funcién; lo corona la
Teoria de grupos, que sistematiza y unifica las mds variadas

. teorias.

Conjuntos, I'unciones y Grupos; este es el esquema de la actual
Matematica. Abstraccion y unidad; he aqui sus caracteristicas.

(1) Segre, La Geometria d' oggidi e i suoi legami coll’ Jnalut. Cong‘.
Heidelberg, 1904.




